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Carnotov izrek nam pove, kdaj šest točk, po dve na vsaki stranici poljubnega triko-
tnika, leži na isti stožnici. Predstavili in dokazali bomo Carnotov izrek v evklidski
in projektivni ravnini ter dve njegovi posledici. Prva posledica je definirana v ev-
klidski ravnini in nam predstavi, kako s pomočjo danega trikotnika in izbrane točke
konstruiramo šest točk na nosilkah stranic trikotnika, ki ležijo na isti stožnici. To
stožnico imenujemo Cevova stožnica. Druga posledica je definirana v projektivni
ravnini in nam pove, da točke na stranicah poljubnega trikotnika – ki jih dobimo
tako, da iz vsakega oglišča tega trikotnika narišemo dve tangenti na dano stožnico,
nato pa tangenti sekamo z nasprotno stranico – ležijo na isti stožnici.
Two applications of the theorem of Carnot
Abstract
The theorem of Carnot gives us a necessary and sufficient condition for six points,
two on each side of a given triangle, to be on a conic. We will explain the theorem in
both Evclidean and projective plane and then explain two of its applications. The
first one is called the construction of the Cevian conic. It tells us how to construct
six points on the sides or the carriers of the sides of a triangle so that they will
form a conic, a Cevian conic. The second application is defined in the projective
plane and tells us that the tangent lines from the vertices of a given triangle to an
arbitrary conic intersect the carriers of the opposite sides of the triangle in six points
that are on a conic.
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1. Uvod
Carnotov izrek, ki ga bomo predstavili v diplomskem delu, obravnava razmerje
šestih točk na stranicah trikotnika, ki ležijo na isti stožnici. Naš glavni cilj bo
pokazati, da ga lahko uporabimo za dokaz dveh posledic, ki ju je podal angleški
matematik Christopher Bradley. Carnotov izrek je zapisal francoski matematik
Lazare Nicolas Marguerite Carnot (1753–1823), ki se je izobraževal tudi na področju
filozofije, mehanike in logike. Njegovo delo na področju matematike sega predvsem
v geometrijo, zapisal je številne zaključke v projektivni ravnini in uveljavil uporabo
dvorazmerja točk [8].
Carnotov izrek in njegovi posledici bomo predstavili in dokazali z opiranjem na
delo madžarskega matematika Zoltána Szilasija [4]. Prva posledica nam pokaže,
kako s pomočjo trikotnika in izbrane točke konstruiramo Cevovo stožnico. Pokazali
bomo tudi, da v primeru, ko za točko konstrukcije izberemo Gergonnovo točko, za
Cevovo stožnico dobimo krožnico. Druga posledica nam pove, da lahko s pomočjo
tangent iz oglišč danega trikotnika na poljubno stožnico dobimo točke na stranicah
tega trikotnika, ki ležijo na isti stožnici. Definirali jo bomo v projektivni ravnini,
zato bomo potrebovali nekaj izrekov in lastnosti projektivne geometrije.
Diplomsko delo je razdeljeno na pet vsebinskih sklopov. Najprej bomo zapisali
definicije, trditve in izreke, ki nam bodo pomagali pri obravnavi Carnotovega izreka
in njegovih dveh posledic. V tretjem poglavju bomo podali in dokazali Carnotov
izrek, v četrtem pa njegovo prvo posledico. Peto poglavje bomo posvetili projektivni
geometriji. Podrobneje si bomo ogledali projektivno ravnino in dvorazmerje točk.
Na koncu petega poglavja bomo Carnotov izrek zapisali še v projektivni ravnini in
ga nato v šestem poglavju uporabili za dokaz druge posledice.
2. Izrek o tetivah, Cevov, Menelajev in Pascalov izrek
V tem poglavju bomo zapisali osnovne definicije, trditve in izreke, ki jih bomo po-
trebovali v nadaljevanju dela. Najprej si bomo ogledali podobne trikotnike, saj nam
bo podobnost pomagala pri dokazovanju nekaterih izrekov, definiranih v evklidski
ravnini. Nato si bomo ogledali tetivne štirikotnike in izrek o tetivah ter zapisali še
Cevov, Menelajev in Pascalov izrek. Izrek o tetivah in Cevov izrek bomo potrebovali
pri dokazovanju prve posledice, Menelajev in Pascalov izrek pa bomo uporabili za
dokaz Carnotovega izreka.
V delu bomo z AB označevali orientirano premico oz. daljico, ki poteka skozi točki
A in B, z |AB| pa razdaljo med točkama A in B. Orientirana daljica je daljica, ki ji
priredimo usmeritev oz. se odločimo, katero izmed krajišč bomo izbrali za začetno
točko in katero za končno točko te daljice. Daljica na sliki 1 je orientirana v smeri od
točke A do B. Orientirano premico lahko razumemo kot nosilko orientirane daljice.
Premica p na sliki 2 je orientirana v smeri od točke A do B, premica p na sliki 3 pa
je orientirana v smeri od točke B do A. Oglejmo si, kako definiramo predznačeno
razdaljo med točkama A in B na orientirani premici oz. daljici AB.
Definicija 2.1. Predznačena razdalja AB med točkama A in B je enaka:
AB =
{
|AB|, premica oz. daljica AB je orientirana v smeri od A do B,
−|AB|, sicer.
Za predznačeno razdaljo AB velja AB = −BA. Na sliki 2 za predznačeno razdaljo
AB velja AB = |AB|, saj je premica AB orientirana v smeri od točke A do B, za
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predznačeno razdaljo AB na sliki 3 pa velja AB = −|AB|, saj je premica AB
orientirana v nasprotni smeri od točke A do B.
Slika 1. Daljica AB je orientirana v smeri od točke A do B.
Slika 2. Premica p je orientirana v smeri od točke A do B.
Slika 3. Premica p je orientirana v smeri od točke B do A.
V delu bomo stranice trikotnika △ABC orientirali tako, da bomo sledili premikom
po stranicah trikotnika v smeri od oglišča A do oglišča B in nato do oglišča C (slika
4). Na sliki 4 so vrednosti AB,BC in CA zato enake AB = |AB|, BC = |BC| in
CA = |CA|, vrednosti AC,CB in BA pa so enake AC = −|AC|, CB = −|CB| in
BA = −|BA|. V kolikor bomo stranice trikotnika orientirali drugače, bomo na to
opozorili.
Slika 4. Trikotnik △ABC z orientiranimi stranicami.
Definicija 2.2. Podana sta trikotnika △ABC in △A1B1C1. Notranje kote triko-
tnika △ABC označimo s ∠CAB = α, ∠ABC = β in ∠BCA = γ, notranje kote
trikotnika △A1B1C1 pa s ∠C1A1B1 = α1, ∠A1B1C1 = β1 in ∠B1C1A1 = γ1. Tri-
kotnika △ABC in △A1B1C1 sta si podobna natanko tedaj, ko se ujemata v vseh
notranjih kotih:
△ABC ∼ △A1B1C1 ⇐⇒ (α = α1, β = β1, γ = γ1).
Če se trikotnika ujemata v dveh notranjih kotih, se ujemata tudi v tretjem, saj je
vsota notranjih kotov v trikotniku enaka π:
α = α1, β = β1, γ = π − α− β, γ1 = π − α1 − β1 ⇒ γ = γ1.
Za določitev podobnosti dveh trikotnikov je tako dovolj najti dva para skladnih
notranjih kotov.
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Izrek 2.3 (izrek o podobnosti trikotnikov). Trikotnika △ABC in △A1B1C1 sta si
podobna natanko tedaj, ko imata enako razmerje vseh istoležnih stranic:
△ABC ∼ △A1B1C1 ⇐⇒ (BC : B1C1 = CA : C1A1 = AB : A1B1).
Dokaz. Naj bosta trikotnika △ABC in △A1B1C1 podobna. Trikotnika prestavimo
v tako lego, da oglišči A in A1 sovpadata in da sovpadata tudi stranici AB in A1B1
ter stranici CA in C1A1 (glej sliko 5). Ker sta si trikotnika △ABC in △A1B1C1
podobna, je kot ∠ABC skladen kotu ∠A1B1C1, zato sta stranici BC in B1C1 vzpo-
redni (prečnica A1B1 ju seka pod istim kotom). Točka F naj bo nožišče višine
na stranico AB trikotnika △ABC. Pokazali bomo, da imata trikotnika △ABC in
△A1B1C1 enako razmerje vseh istoležnih stranic. Dolžine stranic trikotnika △ABC
označimo z a = BC, b = CA in c = AB, njegove notranje kote pa s ∠CAB = α,
∠ABC = β in ∠BCA = γ. Analogno označimo dolžine stranic in notranje kote tri-
kotnika △A1B1C1. Na sliki 5 si oglejmo trikotnika △ABC in △AB1C in zapišimo
Slika 5. Podobna trikotnika △ABC in △A1B1C1.
njuni ploščini:






Trikotnika △ABC in △AB1C se ujemata v oglišču C, njuni stranici AB in A1B1
pa sovpadata, zato sovpadata tudi višini obeh trikotnikov na ti dve stranici (na sliki
















Za ploščini p(△AB1C) in p(△ABC1) velja
p(△AB1C) = p(△ABC) + p(△BB1C)
in
p(△ABC1) = p(△ABC) + p(△BC1C).
Premici BC in B1C1 sta vzporedni, zato imata trikotnika △BB1C in △BC1C enako
višino na stranico BC in posledično tudi enako ploščino. Sledi, da sta tudi ploščini
p(△AB1C) in p(△ABC1) enaki. Slednje upoštevamo v zvezah (1) in (2) in dobimo:
b : b1 = c : c1.
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Podobno pokažemo tudi b : b1 = a : a1 in s tem dokažemo, da imata trikotnika
△ABC in △A1B1C1 enako razmerje istoležnih stranic.
Za dokaz v obratno smer predpostavimo, da velja a : a1 = b : b1 = c : c1 = k
in dokazujemo, da sta si trikotnika △ABC in △A1B1C1 podobna, oziroma da se
ujemata v vseh notranjih kotih. Za oba trikotnika zapišemo kosinusni izrek za kota
γ in γ1:
(3) c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ
in




1 − 2a1b1 cos γ1.
Po naši predpostavki velja a = k · a1, b = k · b1 in c = k · c1. Slednje upoštevamo v
zvezi (3) in dobimo
k2c21 = k
2a21 + k






1 − 2a1b1 cos γ.
Iz zgornje zveze izrazimo cos γ, iz zveze (4) pa izrazimo cos γ1 in dobimo:
cos γ =
c21 − a21 − b21
−2a1b1
in cos γ1 =
c21 − a21 − b21
−2a1b1
.
Iz zgornjih dveh zvez sledi cos γ = cos γ1 in ker je v trikotniku vsak notranji kot
manjši od π, sledi γ = γ1. Podobno dobimo še zvezi α = α1 in β = β1 in tako
pokažemo, da se trikotnika △ABC in △A1B1C1 ujemata v vseh notranjih kotih. 



































Trikotnika sta podobna že, če se ujemata v razmerju dveh istoležnih stranic in v
kotu med njima. Pokažimo, da to drži.
Trditev 2.4. Trikotnika, ki se ujemata v razmerju dveh istoležnih stranic in v kotu
med njima, sta si podobna.
Dokaz. Za trikotnika △ABC in △A1B1C1 označimo dolžine stranic in notranje kote
enako kot v dokazu izreka 2.3. Naj velja a : a1 = b : b1 = k in γ = γ1. Pokazati
želimo, da sta si trikotnika podobna, zato moramo pokazati, da velja tudi c : c1 = k.
Zapišemo kosinusni izrek za oba trikotnika in dobimo:
(5) c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ
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in




1 − 2a1b1 cos γ1.
V zvezi (5) upoštevamo, da velja a = k · a1, b = k · b1 in γ = γ1 in dobimo:
c2 = k2a21 + k
2b21 − 2k2a1b1 cos γ1
oz.
c2 = k2(a21 + b
2
1 − 2a1b1 cos γ1).
Slednjo zvezo lahko ob upoštevanju zveze (6) prepišemo v c2 = k2 · c21. Velja torej
c = ±k · c1. Po predpostavki je k = aa1 in je pozitivno število, saj sta vrednosti a in
a1 enakega predznaka. Prav tako sta enakega predznaka števili c in c1, zato lahko
izberemo pozitivni predznak. Tako smo pokazali, da velja c : c1 = k. 
V nadaljevanju bomo zapisali izrek o tetivah ter Cevov in Menelajev izrek, v do-
kazu katerih se bomo že takoj srečali s podobnimi trikotniki. Spomnimo se še pojma
sovršni kot. To je kot, ki ga dobimo, če poljubni kot prezrcalimo preko njegovega
vrha. Sovršna kota sta skladna, imata isti vrh, njuna kraka pa se dopolnjujeta v
premici. Spomnimo se še, da sta skladna tudi kota ob prečnici, ki seka dve vzporedni
premici. Tudi to bomo uporabili v nadaljevanju.
Izrek o tetivah bomo dokazali s pomočjo tetivnih štirikotnikov. To so štirikotniki,
katerih stranice so tetive krožnice; njihova oglišča torej ležijo na krožnici. Nasprotna
kota takega štirikotnika skupaj merita π (sta suplementarna). Prepričajmo se, da
to drži.
Trditev 2.5. Nasprotna kota v tetivnem štirikotniku sta suplementarna.
Dokaz. Naj oglišča štirikotnika ABCD ležijo na krožnici k. Pokazali bomo, da kota
∠ADC in ∠ABC skupaj merita π (glej sliko 6). Oglišča A, C in D povežemo s
Slika 6. Tetivni štirikotnik ABCD. Trikotnika △SDC in △SAD sta
enakokraka. Središčni kot ∠ASC nad krožnim lokom ĀC je dvakrat
večji od obodnega kota ∠ABC.
središčem krožnice k – točko S. Vrednosti razdalj |AS|, |CS| in |DS| so enake
polmeru krožnice, zato dobimo dva enakokraka trikotnika, to sta △SDC in △SAD.
Zato sta kota ∠SDC in ∠SCD skladna. Označimo ju z x. Skladna sta tudi kota
∠SAD in ∠SDA, ki ju označimo z y. Središčni kot nad nekim krožnim lokom je
dvakrat večji od obodnega kota nad istim krožnim lokom. Kot ∠ASC je središčni
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kot nad krožnim lokom ĀC, kot ∠ABC pa je obodni kot nad lokom ĀC, zato velja
∠ASC = 2 · ∠ABC. Označimo kot ∠ABC z α in kot ∠ASC z 2α. Vsota vseh
notranjih kotov v štirikotniku je enaka 2π, zato za štirikotnik ASCD velja:
x+ x+ y + y + 2α = 2π,
iz česar sledi x+ y+α = π. Kot ∠ADC je enak x+ y, zato velja, da je vsota kotov
∠ADC in ∠ABC enaka π. Na podoben način pokažemo tudi, da kota ∠DAB in
∠DCB skupaj merita π. 
Izrek 2.6 (izrek o tetivah). Naj bosta orientirani premici p in q tetivi na krožnico
k in naj se premici p in q sekata v točki T . Naj premica p seka krožnico k v točkah
A in B, premica q pa v točkah C in D. Neodvisno od orientacij premic p in q velja:
TA · TB = TC · TD.
Dokaz. Naj točka T leži zunaj krožnice k (glej sliko 7). V naših izračunih ne nastopa
razdalja AB, zato ni pomembno, katero presečišče premice p s krožnico k označimo
z A in katero z B. Enako velja za premico q in točki C ter D. Izrek bomo dokazali
Slika 7. Tetivi p in q na krožnico k, ki se sekata v točki T zunaj
krožnice k. Trikotnika △TAC in △TDB sta si podobna.
s pomočjo podobnih trikotnikov in znanja o kotih tetivnega štirikotnika. Zapisali
smo, da nasprotna kota v tetivnem štirikotniku skupaj merita π. V našem primeru
to pomeni, da kot ∠ABD meri π−∠ACD, saj je štirikotnik ABDC tetivni. To pa
pomeni, da je kot ∠ACT skladen kotu ∠ABD, saj je kot ∠ACT sokot kota ∠ACD
in tudi meri π−∠ACD. Oglejmo si trikotnika △TAC in △TDB. Trikotnika imata
skladna kota ∠TCA in ∠TBD, delita pa si tudi kot ∠ATC, zato sta si podobna in
lahko zapišemo razmerje njunih stranic:
|TA| : |TD| = |TC| : |TB|.
Zgornje razmerje preoblikujemo in dobimo:
(7) |TA| · |TB| = |TC| · |TD|.
Orientirajmo premico p v smeri od točke A do B in premico q v smeri od točke C
do D. Potem velja |TA| = TA, |TB| = TB, |TC| = TC in |TD| = TD, zato lahko
zvezo (7) prepišemo v:
TA · TB = TC · TD.
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V primeru, ko premico p orientiramo v smeri od točke A do B in premico q v smeri
od točke D do C pa velja |TA| = TA, |TB| = TB,−|TC| = TC in −|TD| = TD,
zato lahko zvezo (7) prepišemo v:
TA · TB = −TC · −TD oz. TA · TB = TC · TD.
Podobno pokažemo, da zveza TA ·TB = TC ·TD velja tudi v primerih, ko premico
p orientiramo v smeri od točke B do A in pri tem premico q v smeri od točke C do
D oz. v smeri od točke D do C.
Oglejmo si še, kako izrek dokažemo v primeru, ko točka T leži znotraj krožnice k
(glej sliko 8). Kota ∠ATC in ∠DTB sta skladna, saj sta sovršna. Skladna pa sta
Slika 8. Tetivi p in q na krožnico k, ki se sekata v točki T znotraj
krožnice k. Trikotnika △TAC in △TDB sta si podobna.
tudi kota ∠TBD in ∠TCA, saj sta obodna kota nad istim krožnim lokom, tj. lokom
ĀD. Zato sta trikotnika △TAC in △TDB podobna in lahko zapišemo:
|TC| : |TB| = |TA| : |TD| oz. |TA| · |TB| = |TC| · |TD|.
V primeru, ko premico p orientiramo v smeri od točke A do B in premico q v smeri
od točke C do D velja −|TA| = TA, |TB| = TB,−|TC| = TC in |TD| = TD, zato
lahko zgornjo zvezo prepišemo v:
−TA · TB = −TC · TD oz. TA · TB = TC · TD.
Za ostale primere orientacij premic p in q veljavnost zveze TA · TB = TC · TD
pokažemo na podoben način.
V primeru, ko točka T leži na krožnici, velja TA = 0 in TC = 0 ali TD = 0 in
TB = 0 ali TA = 0 in TD = 0 ali TC = 0 in TB = 0. V vseh primerih sta obe
strani enačbe TA · TB = TC · TD enaki 0. 
Produkt TA · TB, ki nastopa v izreku 2.6, imenujemo tudi potenca točke T na
krožnico k. Produkt je neodvisen od orientacije premice AB; če orientacijo spre-
menimo, oba člena v produktu spremenita predznak, kar pa ne vpliva na njegovo
vrednost. Predznak produkta je odvisen le od lege točke T – v primeru, ko točka T
leži zunaj krožnice, je produkt pozitiven, v primeru, ko točka T leži znotraj krožnice,
pa negativen. Če točka T leži na krožnici, je produkt enak 0.
Poglejmo si, kako lahko izrazimo potenco točke T na krožnico k s pomočjo polmera
r krožnice k. Potenca točke T na krožnico k je enaka TA · TB, kjer sta A in B
presečišči poljubne tetive na krožnico k, ki poteka skoti točko T . Oglejmo si sliko
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9. Ker je potenca točke T neodvisna od izbire tetive na krožnico k, izberimo tisto
Slika 9. Potenca točke T na krožnico k je enaka TA · TB = TC2 =
TS2 − r2.
tetivo, ki poteka skozi središče krožnice k (tj. točko S) in z A in B označimo njeni
presečišči s krožnico k. Velja
TA = TS − AS in TB = TS + SB.
Razdalji AS in SB predstavljata polmer krožnice k in sta neodvisno od orientacije
premice AB enakega predznaka, zato lahko zapišemo:
TA · TB = (TS − AS) · (TS + SB) = TS2 − r2.
Potenca točke T na krožnico k je torej enaka Pk(T ) = TS2 − r2. Na sliki 9 si
oglejmo še tangento TC na krožnico k. Tangenta je pravokotna na polmer, zato po
Pitagorovem izreku velja TS2 = TC2+r2 oz. TS2−r2 = TC2. To pomeni, da lahko
potenco točke T na krožnico k izrazimo tudi z razdaljo TC, kjer je C dotikališče
ene izmed tangent na krožnico k, ki poteka skozi točko T . Zapisali smo, da velja
TA · TB = TS2 − r2 in TC2 = TS2 − r2, zato velja tudi
TA · TB = TC2.
Opisane lastnosti potence točke na krožnico bomo uporabili v nadaljevanju pri do-
kazovanju prve posledice Carnotovega izreka.
Da bomo Cevov, Menelajev in Carnotov izrek lažje zapisali, definirajmo naslednje
razmerje treh točk, ki ležijo na isti orientirani premici.





Definirano razmerje ni odvisno od orientacije premice, na kateri te točke ležijo; če
orientacijo spremenimo, števec in imenovalec spremenita predznak, kar ne vpliva na
vrednost razmerja. Oglejmo pa si, kako lega točke C glede na točki A in B vpliva
na predznak razmerja (ABC). Naj točke A, B in C ležijo na premici p in naj točka
C leži med točkama A in B (slika 10). Če premico p orientiramo v smeri od točke









Slika 10. Točka C leži med točkama A in B.
V primeru, ko premico p orientiramo v smeri od točke B do A, velja AC = −|AC|











Pokazali smo, da je definirano razmerje (ABC) v primeru, ko točka C leži med toč-
kama A in B, ne glede na orientacijo premice p pozitivnega predznaka. Podobno
pokažemo, da je razmerje (ABC) v primerih, ko točka C ne leži med točkama A in
B, negativnega predznaka.
Sledeči izrek je zapisal italijanski matematik Giovanni Ceva (1647–1734). Prav
tako je ponovno zapisal in objavil Menelajev izrek. Slednji se imenuje po grškem
matematiku in astronomu Menelaju iz Aleksandrije. Cevov in Menelajev izrek ter
primer 2.9 povzemamo po virih [2, 3, 4, 6].
Izrek 2.8 (Cevov izrek). Naj bo △ABC poljuben trikotnik. Naj točka A1 leži na
nosilki stranice BC, točka B1 na nosilki stranice CA in točka C1 na nosilki stranice
AB. Naj bodo točke A1, B1 in C1 različne od oglišč trikotnika. Premice AA1, BB1
in CC1 se bodisi sekajo v isti točki bodisi so vzporedne natanko tedaj, ko velja
(8) (ABC1)(BCA1)(CAB1) = 1.
Dokaz. Prepričajmo se najprej, da točke A1, B1 in C1 (v primeru, ko za njih velja
zveza (8)) bodisi vse tri ležijo na stranicah trikotnika bodisi le ena izmed njih leži na
stranici. V zvezi (8) nastopajo tri razmerja, katerih produkt je enak 1. To pomeni, da
so vsa razmerja pozitivnega predznaka ali pa sta dve razmerji negativnega predznaka
in eno pozitivnega. Pokazali smo, da je razmerje (ABC) pozitivnega predznaka
takrat, ko točka C leži med točkama A in B, sicer je negativnega predznaka. Torej za
točke A1, B1 in C1 velja, da bodisi ležijo vse na stranicah trikotnika (v tem primeru
so vsa tri razmerja pozitivnega predznaka) bodisi le ena izmed teh točk leži na
stranici (v tem primeru je eno razmerje pozitivnega predznaka in dve negativnega).
V primeru, ko vse točke ležijo na stranicah trikotnika, se premice AA1, BB1 in CC1
sekajo v točki znotraj trikotnika △ABC (slika 11), drugače pa se sekajo v točki
zunaj trikotnika (slika 12).
Lotimo se sedaj dokaza izreka. Predpostavimo, da se premice AA1, BB1 in CC1










Naj bo premica q nosilka stranice AB in naj bo premica p vzporednica premice
q skozi točko C (glej sliki 11 in 12). Naj bo točka M presečišče premice AA1 s
premico p in točka N presečišče premice BB1 s premico p. Kota ∠ALC1 in ∠MLC
sta skladna, saj sta sovršna, kota ∠C1AL in ∠CML pa sta skladna, saj sta premici p










Zaradi vzporednosti premic p in q dobimo še skladnost kotov ∠C1BL in ∠CNL ter
Slika 11. Premice AA1, BB1 in CC1 se sekajo v točki L, ki leži
znotraj trikotnika △ABC.

























Slika 12. Premice AA1, BB1 in CC1 se sekajo v točki L, ki leži zunaj
trikotnika △ABC.
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Prepričajmo se, da zveze (12), (13) in (14) veljajo tudi v primeru, ko so premice AA1,
BB1 in CC1 vzporedne (slika 13). Ker so premice AA1, BB1 in CC1 vzporedne in ker
je premica p vzporedna premici AB, dobimo dva paralelograma, to sta AC1CM in
C1BNC. Nasprotne stranice v paralelogramu so enako dolge, zato velja zveza (12).
Trikotnika △ABA1 in △MCA1 sta si podobna, saj sta premici p in AB vzporedni,
zato velja zveza (13). Prav tako sta si zaradi vzporednosti premic p in AB podobna
trikotnika △ABB1 in △CNB1, zato velja zveza (14). Zdaj lahko, upoštevajoč zveze
Slika 13. Premice AA1, BB1 in CC1 so vzporedne.




















Za dokaz v obratno smer predpostavimo, da velja zveza (9) in dokazujemo, da se
premice AA1, BB1 in CC1 sekajo v isti točki ali pa so vzporedne. Naj bo C ′1 taka
točka na stranici AB oz. premici q, da se premice AA1, BB1 in CC ′1 sekajo v isti
točki ali pa so vzporedne. Pokazali bomo, da sta točki C1 in C ′1 enaki. Po prvem















Označimo to razmerje s k. Velja torej
AC1 = k · C1B in AC ′1 = k · C ′1B.
Na premici q velja AB = AC ′1 + C ′1B, zato lahko zapišemo
AB = k · C ′1B + C ′1B
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oz.
(15) AB = (k + 1) · C ′1B.
Neodvisno od lege točke C ′1 na premici q pridemo do zveze (15). Na podoben način
dobimo tudi zvezo AB = (k + 1) · C1B, ki nam skupaj z zvezo (15) pove, da sta
vrednosti C1B in C ′1B enaki. To pa pomeni, da sta točki C1 in C ′1 enako oddaljeni
od točke B. Ker delamo s predznačeno razdaljo, sta točki C1 in C ′1 tudi na istem
poltraku premice q glede na točko B, torej sovpadata. Omenimo še, da je število k
različno od −1, saj bi v primeru, ko bi bil k enak −1, iz zveze AB = (k + 1) · C1B
dobili AB = 0, kar bi pomenilo, da oglišči A in B sovpadata in ne bi imeli trikotnika.
Prav tako je število k različno od 0, saj bi v primeru, ko bi bil k enak 0, iz zveze
AB = (k+1) ·C1B dobili AB = C1B, kar bi pomenilo, da točki A in C1 sovpadata.
Glede na to, da smo v izreku zapisali, da so točke A1, B1 in C1 različne od oglišč, v
tem primeru pridemo do protislovja. 
S pomočjo Cevovega izreka lahko pokažemo, da se v isti točki sekajo premice, kot
so npr. težiščnice, višine, simetrale notranjih kotov in druge.
Primer 2.9. Pokazali bomo, da se simetrale notranjih kotov trikotnika sekajo v
isti točki, ki je središče trikotniku včrtane krožnice. Zapišimo sinusna izreka za




















Slika 14. Simetrale notranjih kotov trikotnika △ABC se sekajo v isti točki.
















































zato se daljice AA1, BB1 in CC1 po Cevovem izreku sekajo v isti točki. ♦
Izrek 2.10 (Menelajev izrek). Naj bo △ABC poljuben trikotnik. Naj točka A1 leži
na nosilki stranice BC, točka B1 na nosilki stranice CA in točka C1 na nosilki
stranice AB. Naj bodo točke A1, B1 in C1 različne od oglišč trikotnika. Naj bosta
točki A1 in B1 v taki legi, da premica A1B1 ni vzporedna nosilki stranice AB. Enako
naj velja za točki B1 in C1 ter točki C1 in A1. Točke A1, B1 in C1 so kolinearne
natanko tedaj, ko velja
(16) (ABC1)(BCA1)(CAB1) = −1.
Dokaz. Prepričajmo se najprej, da točke A1, B1 in C1 (v primeru, ko za njih velja
zveza (16)) bodisi ne ležijo na stranicah trikotnika bodisi le dve izmed njih ležita na
stranici. V zvezi (16) nastopajo tri razmerja, katerih produkt je enak −1. To po-
meni, da so vsa razmerja negativnega predznaka ali pa sta dve razmerji pozitivnega
predznaka in eno negativnega. Pokazali smo, da je razmerje (ABC) pozitivnega
predznaka takrat, ko točka C leži med točkama A in B, sicer je negativnega pred-
znaka. Torej za točke A1, B1 in C1 velja, da bodisi ne ležijo na stranicah trikotnika
(v tem primeru so vsa tri razmerja negativnega predznaka) bodisi le dve izmed teh
točk ležita na stranici (v tem primeru je eno razmerje negativnega predznaka in dve
pozitivnega). Na sliki 15 ležita točki A1 in B1 na stranicah trikotnika, točka C1 pa
ne. Na sliki 16 nobena izmed točk A1, B1 in C1 ne leži na stranici trikotnika.
Lotimo se sedaj dokaza izreka. Predpostavimo, da so točke A1, B1 in C1 kolinearne









Naj bo premica p vzporednica premice AB skozi točko C. Točka M naj bo presečišče
premice B1C1 s premico p (glej sliki 15 in 16). Kota ∠BA1C1 in ∠CA1M sta sovršna
Slika 15. Točke A1, B1 in C1 so kolinearne. Premica na kateri ležijo
seka dve stranici trikotnika △ABC.
ali pa sta enaka (odvisno od tega kje ležijo točke A1, B1 in C1 – glej sliki 15 in 16),
zato sta skladna. Kota ∠BC1A1 in ∠CMA1 pa sta skladna, saj sta premici AB in










Slika 16. Točke A1, B1 in C1 so kolinearne. Premica na kateri ležijo
ne seka trikotnika △ABC.

































in dokazujemo, da so točke A1, B1 in C1 kolinearne. Naj bo premica q nosilka
stranice AB in naj bo točka C ′1 presek premice q s premico A1B1. Pokazali bomo,
















Označimo to razmerje s k. Velja torej
AC1 = k · C1B in AC ′1 = k · C ′1B.
Na premici q velja AC ′1 = AB +BC ′1, zato lahko zapišemo
k · C ′1B = AB +BC ′1
oz.
(21) AB = (k + 1) · C ′1B.
Neodvisno od lege točke C ′1 na premici q pridemo do zveze (21). Na podoben način
dobimo tudi zvezo AB = (k + 1) · C1B, ki nam skupaj z zvezo (21) pove, da sta
vrednosti C1B in C ′1B enaki. To pa pomeni, da sta točki C1 in C ′1 enako oddaljeni
od točke B. Ker delamo s predznačeno razdaljo, sta točki C1 in C ′1 tudi na istem
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poltraku premice q glede na točko B, torej sovpadata. Omenimo še, da je število k
različno od −1, saj bi v primeru, ko bi bil k enak −1, iz zveze AB = (k + 1) · C1B
dobili AB = 0, kar bi pomenilo, da oglišči A in B sovpadata in ne bi imeli trikotnika.
Prav tako je število k različno od 0, saj bi v primeru, ko bi bil k enak 0, iz zveze
AB = (k+1) ·C1B dobili AB = C1B, kar bi pomenilo, da točki A in C1 sovpadata.
Glede na to, da smo v izreku zapisali, da so točke A1, B1 in C1 različne od oglišč, v
tem primeru pridemo do protislovja. 
Menelajev izrek bomo uporabili v dokazu Carnotovega izreka. Prav tako bomo
potrebovali Pascalov izrek, ki ga navajamo v nadaljevanju. Izrek je pri svojih šest-
najstih letih zapisal francoski matematik Blaise Pascal (1623–1662). Izrek bomo
dokazali v petem poglavju (stran 32).
Izrek 2.11 (Pascalov izrek). V evklidski ravnini je podan šestkotnik ABCDEF .
(1) Če pari nasprotnih stranic v danem šestkotniku niso vzporedni, so točke X =
AB ∩ DE, Y = BC ∩ EF in Z = CD ∩ FA kolinearne natanko tedaj, ko
točke A, B, C, D, E in F ležijo na isti stožnici.
(2) Če sta v danem šestkotniku dve nasprotni stranici vzporedni in nosilke ostalih
dveh (nevzporednih) parov nasprotnih stranic sekamo, je premica skozi ti dve
presečišči vzporedna vzporednima stranicama v šestkotniku natanko tedaj, ko
oglišča A, B, C, D, E in F ležijo na isti stožnici.
(3) Če sta v danem šestkotniku dva para nasprotnih stranic vzporedna, je tretji
par nasprotnih stranic vzporeden natanko tedaj, ko oglišča A, B, C, D, E in
F ležijo na isti stožnici.
(4) Če so nasprotne stranice danega šestkotnika vzporedne, potem oglišča A, B,
C, D, E in F ležijo na isti stožnici.
Slika 17. Pascalova premica p šestkotnika ABCDEF .
Premica, na kateri ležijo točke X, Y in Z, se imenuje Pascalova premica šest-
kotnika ABCDEF . Na sliki 17 je prikazana Pascalova premica p za šestkotnik
ABCDEF . Pokažimo, da za šest točk, izmed katerih nobene tri niso kolinearne,
dobimo 60 različnih šestkotnikov, ki porodijo različne Pascalove premice. Vseh šest-
kotnikov, ki imajo za oglišča danih šest točk, izmed katerih nobene tri niso koline-
arne, je 6!. Oglejmo si šestkotnik ABCDEF na sliki 17. Šestkotniki ABCDEF ,
BCDEFA, CDEFAB, DEFABC, EFABCD in FABCDE porodijo isto Pasca-
lovo premico, prav tako dobimo isto Pascalovo premico za šestkotnike, ki jih dobimo
tako, da za vsakega izmed šestih naštetih šestkotnikov zapišemo oglišča v obratnem
vrstnem redu. Tako vidimo, da po 12 šestkotnikov (izmed 6! možnih šestkotnikov)
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S Pascalovim izrekom zaključujemo to poglavje, saj smo pripravili vse potrebno
za zapis in dokaz Carnotovega izreka ter njegove prve posledice.
3. Carnotov izrek
V tem poglavju bomo zapisali Carnotov izrek in podali njegov dokaz, ki ga bomo
povzeli po [4]. Za poljubnih pet točk, izmed katerih nobene tri niso kolinearne,
lahko vedno najdemo stožnico, na kateri te točke ležijo [10]. Carnotov izrek pa nam
pove, kdaj lahko tako stožnico najdemo za šest točk, ki ležijo po dve na vsaki nosilki
stranice danega trikotnika.
Izrek 3.1 (Carnotov izrek). Naj bo △ABC poljuben trikotnik v evklidski ravnini.
Naj bosta A1 in A2 točki, različni od točk B in C, na nosilki stranice BC. Enako
velja za točki B1 in B2 na nosilki stranice CA in za točki C1 in C2 na nosilki stranice
AB. Točke A1, A2, B1, B2, C1 in C2 ležijo na isti stožnici natanko tedaj, ko velja
(ABC1)(ABC2)(BCA1)(BCA2)(CAB1)(CAB2) = 1.
Na sliki 18 vidimo, da točke A1, A2, B1, B2, C1 in C2 na nosilkah stranic trikotnika
△ABC ležijo na isti hiperboli.
Slika 18. Carnotov izrek.
Dokaz. Premice A1A2, A2B1, B1B2, B2C1, C1C2 in C2A1 so nosilke nasprotnih stra-
nic šestkotnika A1A2B1B2C1C2, zato lahko uporabimo Pascalov izrek. Najprej si
oglejmo primer, ko pari nasprotnih stranic šestkotnika A1A2B1B2C1C2 niso vzpo-
redni (glej sliko 19). Nosilke nasprotnih stranic sekamo in presečišča označimo z
A3 = A1A2 ∩B2C1, B3 = B1B2 ∩A1C2 in C3 = C1C2 ∩A2B1. Pascalov izrek pravi,
da bodo oglišča šestkotnika ležala na isti stožnici natanko tedaj, ko bodo točke A3, B3
in C3 kolinearne. Pokazati moramo torej, da je kolinearnost točk A3, B3 in C3 ekvi-
valentna Carnotovemu pogoju, tj.
(22) (ABC1)(ABC2)(BCA1)(BCA2)(CAB1)(CAB2) = 1.
Točke A3, B2 in C1 so kolinearne, zato po Menelajevem izreku velja:
(ABC1)(BCA3)(CAB2) = −1.
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Slika 19. Točke A3 = A1A2 ∩ B2C1, B3 = B1B2 ∩ A1C2 in C3 =
C1C2 ∩A2B1 so kolinearne natanko tedaj, ko točke A1, A2, B1, B2, C1
ter C2 ležijo na isti stožnici.
Podobno dobimo za točke B3, C2 in A1:
(ABC2)(BCA1)(CAB3) = −1
in za točke C3, A2 in B1:
(ABC3)(BCA2)(CAB1) = −1.
Zgornje tri zveze pomnožimo in dobimo
(23)
(ABC1)(BCA3)(CAB2)(ABC2)(BCA1)(CAB3)(ABC3)(BCA2)(CAB1) = −1.
Pokažimo najprej, da ob predpostavki, da so točke A3, B3 in C3 kolinearne, velja
Carnotov pogoj (22). Zaradi predpostavke za točke A3, B3 in C3 po Menelajevem
izreku velja:
(ABC3)(BCA3)(CAB3) = −1.
Slednje vstavimo v zvezo (23) in dobimo:
(ABC1)(ABC2)(BCA1)(BCA2)(CAB1)(CAB2) = 1,
kar je enako zvezi (22), ki smo jo želeli pokazati. Obratno, če predpostavimo, da
Carnotov pogoj (22) velja in ga vstavimo v zvezo (23), dobimo:
(ABC3)(BCA3)(CAB3) = −1.
Po Menelajevem izreku so točke A3, B3 in C3 kolinearne.
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Oglejmo si zdaj primer, ko sta le dve nasprotni stranici šestkotnika A1A2B1B2C1C2
vzporedni (glej sliko 20). Naj bosta to stranici A1A2 in B2C1. V tem primeru dobimo






oz. (ABC1)(CAB2) = 1.
Zgornjo zvezo upoštevamo v Carnotovem pogoju (22), ki se tako poenostavi v
Slika 20. Premica C3B3 je vzporedna premicama A1A2 in B2C1 na-
tanko tedaj, ko točke A1, A2, B1, B2, C1 in C2 ležijo na isti stožnici.
(24) (ABC2)(BCA1)(BCA2)(CAB1) = 1.
Točki B3 in C3 dobimo na enak način kot prej, torej velja
(ABC2)(BCA1)(CAB3) = −1 in (ABC3)(BCA2)(CAB1) = −1.
Zgornji zvezi pomnožimo in dobimo:
(25) (ABC2)(BCA1)(CAB3)(ABC3)(BCA2)(CAB1) = −1.
Po drugi točki Pascalovega izreka bodo točke A1, A2, B1, B2, C1 in C2 ležale na isti
stožnici natanko tedaj, ko bo premica skozi točki B3 in C3 vzporedna premicama
A1A2 in B2C1. V tem primeru moramo torej pokazati, da je vzporednost premic
A1A2, B2C1 in B3C3 ekvivalentna Carnotovemu pogoju (24). Predpostavimo, da
je premica B3C3 vzporedna premici A1A2 in pokažimo, da Carnotov pogoj (24)








oz. (CAB3)(ABC3) = 1.
V zvezi (25) upoštevamo zvezo (26) in dobimo
(ABC2)(BCA1)(BCA2)(CAB1) = 1,
kar je enako zvezi (24), ki smo jo želeli pokazati. Obratno, če predpostavimo,
da poenostavljen Carnotov pogoj (24) velja in ga vstavimo v zvezo (25), dobimo
(CAB3)(ABC3) = 1. To pomeni, da sta trikotnika △AB3C3 in △ACB podobna,
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saj se ujemata v razmerju dveh istoležnih stranic in v kotu med njima, to je kot z
vrhom v točki A. Iz tega sledi, da sta premici A1A2 in B3C3 vzporedni.
Oglejmo si še primer, ko imamo v šestkotniku A1A2B1B2C1C2 dva para vzpore-
dnih nasprotnih stranic. Naj bosta stranici A1A2 in B2C1 prvi tak par ter stra-
nici A1C2 in B1B2 drugi (glej sliko 21). Po tretji točki Pascalovega izreka bodo
točke A1, A2, B1, B2, C1 in C2 ležale na isti stožnici natanko tedaj, ko bo tudi tretji
par stranic šestkotnika A1A2B1B2C1C2 vzporeden. Zato moramo pokazati, da je
vzporednost premic B1A2 in C1C2 ekvivalentna Carnotovemu pogoju (22). Zaradi
vzporednosti premic A1A2 in B2C1 dobimo podobna trikotnika △AC1B2 in △ABC,
zaradi vzporednosti premic A1C2 in B1B2 pa še △BA1C2 in △BCA. Za vsak par
podobnih trikotnikov zapišemo razmerje istoležnih stranic in dobimo:
(27) (ABC1)(CAB2) = 1 in (ABC2)(BCA1) = 1.
Slika 21. Premice A1A2 in B2C1, A1C2 in B1B2 ter B1A2 in C1C2
so paroma vzporedne natanko tedaj, ko točke A1, A2, B1, B2, C1 in C2
ležijo na isti stožnici.
Zvezi (27) upoštevamo v Carnotovem pogoju (22) in dobimo
(BCA2)(CAB1) = 1.
Zgornja zveza velja natanko tedaj, ko sta si trikotnika △CB1A2 in △CAB podobna
oz. sta premici B1A2 in C1C2 vzporedni. 
Carnotov izrek lahko posplošimo na algebraične krivulje reda n. Če vzamemo n
točk na vsaki stranici danega trikotnika, bo teh 3n točk ležalo na isti algebraični kri-
vulji reda n natanko tedaj, ko bo produkt 3n razmerij – podobnih kot v Carnotovem
pogoju za stožnice – enak (−1)n. Glej [1, str. 57].
4. Prva posledica Carnotovega izreka
To poglavje bomo povzeli po [4] in ga razdelili na dva dela. Najprej bomo zapisali
in dokazali prvo posledico Carnotovega izreka, imenovano tudi konstrukcija Cevove
stožnice, nato pa si bomo ogledali Gergonnovo točko, s pomočjo katere lahko kon-
struiramo Cevovo krožnico.
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4.1. Konstrukcija Cevove stožnice. V naslednjem izreku bomo uporabili Cevove
daljice. To so daljice, ki v trikotniku povezujejo posamezno oglišče z neko točko na
oglišču nasprotni stranici oz. njeni nosilki. To točko imenujemo nožišče Cevove
daljice. Izrek nam pokaže, kako lahko s pomočjo danega trikotnika, izbrane točke
in Cevovih daljic dobimo šest točk na nosilkah stranic trikotnika, ki ležijo na isti
stožnici. To stožnico imenujemo Cevova stožnica, saj jo konstruiramo s pomočjo
Cevovih daljic.
Izrek 4.1 (Konstrukcija Cevove stožnice). Podana sta trikotnik △ABC in točka P ,
ki ne leži na nosilkah stranic trikotnika △ABC. Naj bo točka A0 nožišče Cevove
daljice skozi oglišče A in točko P , točka B0 nožišče Cevove daljice skozi oglišče B
in točko P in točka C0 nožišče Cevove daljice skozi oglišče C in točko P . Krožnica
skozi točke A0, B0 in P seka nosilko stranice BC še v točki A1 in nosilko stranice
AC še v točki B2. Krožnica skozi točke B0, C0 in P seka nosilko stranice AB še v
točki C1 in nosilko stranice AC še v točki B1, krožnica skozi točke A0, C0 in P pa
seka nosilko stranice BC še v točki A2 in nosilko stranice AB še v točki C2. Točke
A1, A2, B1, B2, C1 in C2 ležijo na isti stožnici, ki jo imenujemo Cevova stožnica.
Opomba 4.2. V primeru, ko se katera izmed treh konstruiranih krožnic v izreku
4.1 katere izmed nosilk stranic trikotnika le dotika, dobimo eno dvojno presečišče
nosilke stranice s to krožnico. Na primer, če je nosilka stranice BC tangentna na
krožnico skozi točke P , A0 in B0, točki A0 in A1 sovpadata. To pomeni, da bo na
konstruirani Cevovi stožnici ležala točka A0 = A1.
Slika 22. Točke A1, A2, B1, B2, C1 in C2 ležijo na Cevovi stožnici.
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Dokaz. Za dokaz bomo uporabili Cevov in Carnotov izrek ter izrek o tetivah. Označi-
mo krožnico skozi točke B0, C0 in P s k1, krožnico skozi točke A0, C0 in P s k2 in
krožnico skozi točke A0, B0 in P s k3 (glej sliko 22). Po izreku o tetivah za točko A















Po izreku o tetivah za točko A in krožnici k2 in k3 zapišemo še
















V opombi 4.2 smo zapisali, da je lahko katera izmed krožnic k1, k2 ali k3 tudi tangen-
tna na katero izmed nosilk stranic. Zveze (28), (29), (30), (31), (32) in (33) veljajo
tudi v tem primeru. Na primer, če je nosilka stranice BC tangentna na krožnico k3,





CB2 · CB0 = CA20.
Na strani 11 (takoj po izreku o tetivah) smo pokazali, da lahko potenco točke na
krožnico izrazimo tudi z razdaljo te točke do dotikališča tangente na krožnico skozi to
točko, zato dobljena zveza drži. Zveze (28), (29), (30), (31), (32) in (33) pomnožimo
in dobimo:
AC1 · AC2 ·BA1 ·BA2 · CB1 · CB2 =
=
(AB0)
2 · (AB1) · (AB2) · (BC0)2 · (BC1) · (BC2) · (CA0)2 · (CA1) · (CA2)
(AC0)2 · (BA0)2 · (CB0)2
.
V zgornji zvezi upoštevamo še, da za predznačeno razdaljo AB velja (AB)2 = (BA)2




















AC1 · AC2 ·BA1 ·BA2 · CB1 · CB2 = C1B · C2B · A1C · A2C ·B1A ·B2A.
Zgornjo zvezo preoblikujemo in dobimo
AC1 · AC2 ·BA1 ·BA2 · CB1 · CB2
C1B · C2B · A1C · A2C ·B1A ·B2A
= 1,
kar je ravno Carnotov pogoj za točke A1, A2, B1, B2, C1 in C2. To pomeni, da te
točke ležijo na isti stožnici. 
4.2. Gergonnova točka. Gergonnova točka je ena izmed mnogih točk trikotnika,
ki jih dobimo kot skupno presečišče treh Cevovih daljic. Take točke so na primer še
višinska točka, središče včrtane krožnice, težišče, Nagelova točka in druge. Oglejmo
si, kako pridemo do Gergonnove točke.
Trditev 4.3. Naj bo podan trikotnik △ABC in njemu včrtana krožnica. Označimo
z A1 točko, v kateri se včrtana krožnica dotika stranice BC. Analogno označimo še
točki B1 in C1. Daljice AA1, BB1 in CC1 se sekajo v isti točki, ki jo imenujemo
Gergonnova točka (slika 23).
Slika 23. Gergonnova točka je presek daljic AA1, BB1 in CC1.
Dokaz. Trditev bomo dokazali s pomočjo Cevovega izreka, podobnih trikotnikov in
lastnosti trikotniku včrtane krožnice. Spomnimo se, da je tangenta na krožnico v
svojem dotikališču pravokotna na polmer krožnice. Želimo uporabiti Cevov izrek,









Oglejmo si sliko 24. Daljice AS,BS in CS so simetrale notranjih kotov trikotnika
△ABC in se sekajo v točki S, ki je središče trikotniku včrtane krožnice. Zato
sta kota ∠SBA1 in ∠SBC1 skladna. Skladna sta tudi kota ∠BA1S in ∠BC1S,
saj sta prava. Zato sta si trikotnika △A1SB in △C1SB podobna. Njune stranice
orientiramo tako, da bodo orientacije sovpadale z orientacijami stranic trikotnika
△ABC. To pomeni, da v trikotniku △A1SB stranico BA1 orientiramo v smeri od
točke B do A1 in v trikotniku △C1SB stranico C1B orientiramo v smeri od točke
C1 do B. S tem smo določili tudi orientacije ostalih dveh stranic v obeh trikotnikih.








Slika 24. Slika k dokazu izreka 4.3 – trikotnika △A1SB in △C1SB
sta si podobna.
Vrednosti A1S in SC1 sta enaki, saj predstavljata polmer včrtane krožnice, zato
sta enaki tudi vrednosti BA1 in C1B. Podoben razmislek naredimo še za trikotnika
△A1SC in △B1SC ter trikotnika △B1SA in △C1SA. Tako dobimo zveze
C1B = BA1, A1C = CB1 in B1A = AC1.















Po Cevovem izreku se daljice AA1, BB1 in CC1 sekajo v isti točki. 
Naslednja trditev nam pove, da je Cevova stožnica v primeru konstrukcije z Ger-
gonnovo točko krožnica z zanimivo lastnostjo.
Trditev 4.4. Če pri konstrukciji Cevove stožnice za točko P izberemo Gergonnovo
točko, dobimo krožnico. Središče dobljene krožnice sovpada s središčem včrtane kro-
žnice danega trikotnika.
Dokaz trditve temelji na dejstvu, da lahko mnogokotniku očrtamo krožnico takrat,
ko se simetrale njegovih stranic sekajo v isti točki – ta točka je tudi središče očrtane
krožnice [9]. V dokazu bomo uporabili tudi izrek o tetivah.
Dokaz. Oglejmo si šestkotnik A1B2C2A2B1C1 na sliki 25. Stožnica, ki jo dobimo s
konstrukcijo, opisano v izreku 4.1, je temu šestkotniku očrtana. Radi bi pokazali, da
je ta stožnica v primeru konstrukcije z Gergonnovo točko krožnica, zato bi se radi
prepričali, da se simetrale stranic šestkotnika A1B2C2A2B1C1 sekajo v isti točki. Po
izreku o tetivah za točko A in krožnico k1 velja
(35) AC0 · AC1 = AB0 · AB1.
Ker je P Gergonnova točka, po dokazu izreka 4.3 vemo, da velja B0A = AC0, zato
lahko zvezo (35) prepišemo v:
−AC1 = AB1.
Zaradi orientacij premic CA in AB velja AB1 = |AB1| in AC1 = −|AC1|, zato
velja |AB1| = |AC1|. To pa pomeni, da je trikotnik △AB1C1 enakokrak in je
simetrala daljice B1C1 enaka simetrali kota ∠B1AC1 in s tem tudi simetrali kota
∠BAC. Zapišimo izrek o tetivah še za točko A in krožnici k2 in k3. Dobimo
AC0 · AC2 = AP · AA0 in AB0 · AB2 = AP · AA0. Združimo zgornja rezultata
in dobimo:
AC0 · AC2 = AB0 · AB2.
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Slika 25. Cevova krožnica, očrtana šestkotniku A1B2C2A2B1C1, ka-
terega oglišča ležijo na nosilkah stranic trikotnika △ABC.
Vemo, da velja B0A = AC0, zato lahko zapišemo kar AC2 = −AB2. Podobno kot
prej to pomeni, da je tudi trikotnik △AC2B2 enakokrak. Torej je simetrala daljice
B2C2 enaka simetrali kota ∠BAC in s tem tudi simetrali daljice B1C1. Na podoben
način vidimo, da sovpadajo tudi simetrala daljice B2A1, simetrala daljice A2B1 in
simetrala kota ∠ACB ter simetrala daljice C2A2, simetrala daljice C1A1 in simetrala
kota ∠ABC. Opisane premice so na sliki 26 označene s črtkanimi črtami. Simetrale
Slika 26. Cevova krožnica, očrtana šestkotniku A1B2C2A2B1C1, ka-
terega oglišča ležijo na nosilkah stranic trikotnika △ABC. Premice
AS,BS in CS ustrezajo simetralam notranjih kotov trikotnika. Tri-
kotniku včrtana krožnica in Cevova krožnica sta koncentrični – imata
isto središče.
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stranic šestkotnika A1B2C2A2B1C1 torej sovpadajo s simetralami notranjih kotov
trikotnika △ABC. Vemo, da se simetrale notranjih kotov trikotnika sekajo v isti
točki in vemo, da je ta točka središče trikotniku včrtane krožnice. Zato se tudi
simetrale stranic šestkotnika A1B2C2A2B1C1 sekajo v isti točki, to je ravno središče
trikotniku △ABC včrtane krožnice. 
S tem smo zaključili obravnavo Carnotovega izreka in z njim povezanih zaključkov
v evklidski ravnini, zato prehajamo na projektivno geometrijo.
5. Projektivna geometrija
V tem poglavju bomo definirali projektivno geometrijo in si ogledali nekaj z njo
tesno povezanih pojmov. Podrobneje bomo pogledali projektivno ravnino in dvoraz-
merje štirih točk na isti projektivni premici ali isti stožnici. S pomočjo dvorazmerja
bomo tudi dokazali Pascalov izrek. Na koncu bomo zapisali Menelajev in Carnotov
izrek v projektivni ravnini.
5.1. Projektivna geometrija in projektivnosti. Zapisali bomo, kaj je projek-
tivna geometrija in definirali pomembno preslikavo med projektivnimi prostori. Re-
zultate bomo povzeli po [5, poglavji 4.1 in 4.4].
Definicija 5.1. Naj bo V končno razsežen vektorski prostor nad nekim obsegom.
Množico vseh vektorskih podprostorov v V imenujemo projektivna geometrija nad
V in jo označimo s P(V ).
Delali bomo izključno z vektorskimi prostori nad obsegom realnih števil. Projek-
tivno geometrijo nad takim obsegom dobimo iz evklidske afine geometrije, in sicer
tako, da vsaki družini vzporednih premic dodamo točko v neskončnosti. Enorazsežni
podprostori v P(V ) so točke projektivne geometrije, dvorazsežni pa premice. Pro-
jektivni prostor oziroma množico vseh točk projektivne geometrije P(V ) označimo s
PV . V nadaljevanju se bomo ukvarjali s projektivno ravnino, ki si jo bomo podrob-
neje ogledali v naslednjem razdelku, tj. razdelku 5.2, na tem mestu pa si oglejmo še
preslikave, imenovane projektivnosti.
Definicija 5.2. Naj bosta V in U vektorska prostora nad obsegom R ter PV in
PU ustrezna projektivna prostora. Bijektivna preslikava ζ : PV −→ PU , ki vsake
tri kolinearne točke preslika v kolinearne, se imenuje projektivnost.
Opomba 5.3. Definicija 5.2 je v primeru poljubnega obsega nekoliko drugačna.
Glej [5, definicija 4.26].
Vsaka projektivnost je enaka ζM(X) = MX za neko bijektivno linearno presli-
kavo M : V −→ U . Zapisano je znano kot osnovni izrek projektivne geometrije, a
njegovega dokaza tukaj zaradi obsežnosti ne bomo navajali. Bralec ga lahko najde
v [5, izrek 4.33].
5.2. Projektivna ravnina. Omenili smo že, da projektivno geometrijo dobimo
tako, da družinam vzporednih premic dodamo točke v neskončnosti. Po [5, str. 52]
povzemimo, kako si lahko predstavljamo projektivno ravnino, ki jo dobimo iz afine
ravnine R2. Ravnino R2 vložimo v prostor R3, na primer na nivo z = 1. Označimo
to ravnino s Σ, torej Σ = R2 × {1}. Vsaka točka v ravnini Σ je presek te ravnine z
neko premico v prostoru R3, ki gre skozi koordinatno izhodišče in vsaka premica v
ravnini Σ je presek te ravnine z neko ravnino v R3, ki gre skozi koordinatno izhodišče.
Vsako točko v ravnini Σ torej lahko predstavimo kot enorazsežen podprostor v R3,
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ki ne leži v ravnini z = 0, in vsako premico v ravnini Σ lahko predstavimo kot
dvorazsežen podprostor v R3, ki je različen od ravnine z = 0. Ravnine v R3, ki
pripadajo vzporednim premicam v Σ, se sekajo v premicah, ki ležijo v ravnini z = 0.
Enorazsežni podprostori v ravnini z = 0 zato predstavljajo točke v neskončnosti,
ravnina z = 0 pa premico v neskončnosti.
V projektivni ravnini točke zapisujemo v homogenih koordinatah, ki so oblike
[x : y : z]. Projektivno točko si lahko predstavljamo kot premico v R3, ki gre skozi
izhodišče, zato si njene homogene koordinate lahko predstavljamo kot smerni vek-
tor te premice. Smerni vektor je določen do množenja s skalarjem natančno, zato
homogene koordinate [x : y : z] in [λx : λy : λz] predstavljajo isto točko. Projektivne
premice si lahko predstavljamo kot ravnine v prostoru R3, ki gredo skozi izhodišče
in jih tako tudi zapišemo. Enačba projektivne premice je oblike ax + by + cz = 0,
kjer je vektor (a, b, c) normala pripadajoče ravnine v R3. Od zdaj naprej bomo z be-
sedo točka vedno mislili projektivno točko, z besedo premica pa projektivno premico.
Ena izmed pomembnih in uporabnih lastnosti projektivne ravnine je ta, da se
dve projektivni premici v njej vedno sekata; če ne drugje, v neskončnosti. Prav
zato bomo drugo izmed posledic Carnotovega izreka zapisali v projektivni ravnini.
Pri njenem dokazovanju tako ne bomo potrebovali obravnavati posebnih primerov
v zvezi s premicami, ki nimajo presečišča; preprosto bomo vedeli, da se dve premici
vedno sekata.
5.3. Dvorazmerje. Definirali bomo dvorazmerje štirih točk na isti projektivni pre-
mici, dvorazmerje šopa premic in dvorazmerje štirih točk na isti stožnici. Pri tem
bomo sledili [5, poglavja 4.4, 4.7 in 4.11]. Najprej zapišimo definicijo projektivnega
ogrodja in s tem povezano lemo, ki nam bo pomagala pri izpeljavi dvorazmerja.
Definicija 5.4. Naj bo V vektorski prostor razsežnosti n. Tedaj n + 1 točk v PV
tvori projektivno ogrodje za projektivni prostor PV , če nobena n-terica teh točk ne
leži na isti hiperravnini.
V nadaljevanju bomo delali s projektivnimi premicami, ki so dvorazsežni podpro-
stori. Velja torej, da so tri točke projektivno ogrodje projektivne premice takrat, ko
nobeni dve ne ležita na isti hiperravnini. Hiperravnina pa je podprostor korazsežno-
sti 1, zato so v našem primeru to točke. Tri točke torej predstavljajo projektivno
ogrodje za projektivno premico takrat, ko so vse tri različne. Podobno štiri točke
predstavljajo projektivno ogrodje za projektivno ravnino takrat, ko nobene tri ne
ležijo na isti premici.
Lema 5.5. Naj bo V vektorski prostor nad obsegom R razsežnosti n in naj bo mno-
žica {X0, . . . , Xn} projektivno ogrodje za PV . Potem obstajajo taki neničelni vektorji
x0 ∈ X0, . . . , xn ∈ Xn, da velja x0 = x1 + · · ·+ xn.
Dokaz. Za vsak i = 0, . . . , n izberimo neničelni vektor yi ∈ Xi. Vemo, da točke
X1, . . . , Xn ne ležijo na isti hiperravnini, zato je množica {y1, . . . , yn} baza vektor-
skega prostora V . To pomeni, da obstajajo taki neničelni skalarji λ1, . . . , λn ∈ R,
da lahko zapišemo y0 = λ1y1 + · · · + λnyn. Če bi bil kateri izmed skalarjev enak 0,
na primer λi, bi veljajo y0 = λ1y1 + · · · + λi−1yi−1 + λi+1yi+1 + · · · + λnyn, kar bi
pomenilo, da točke X0, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn ležijo na isti hiperravnini. To pa je
v nasprotju z definicijo projektivnega ogrodja. Vsi skalarji so torej različni od 0 in
naši iskani vektorji so x0 = y0 in xi = λiyi. 
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Zapisali smo že, da je projektivno ogrodje za premico množica treh točk, ki so
različne. Naj bo to množica {C,A,B}. Lema nam pove, da obstajajo taki vektorji
a ∈ A, b ∈ B in c ∈ C, da velja c = a + b. Za množico {D,A,B,C}, ki predstavlja
projektivno ogrodje za ravnino, nam lema pove, da obstajajo taki vektorji a ∈
A, b ∈ B, c ∈ C in d ∈ D, da velja d = a + b + c. Oglejmo si, kako dobimo
homogene koordinate poljubne točke glede na neko projektivno ogrodje. Naj bo
množica {C,A,B} projektivno ogrodje za premico. Za vektorja a in b (ki ju izberemo
tako, da velja c = a + b) ter poljubno točko X in vektor x ∈ X velja x = αa +
βb. Homogene koordinate točke X glede na projektivno ogrodje {C,A,B} so tako
[α : β]. Podobno dobimo homogene koordinate točke X v projektivni ravnini. Naj
bo množica {D,A,B,C} projektivno ogrodje za to ravnino. Potem za vektorje a, b
in c (ki jih izberemo tako, da velja d = a+b+c) ter poljubno točko X in vektor x ∈ X
velja x = αa+βb+ γc. Homogene koordinate točke X glede na projektivno ogrodje
{D,A,B,C} so tako [α : β : γ]. Homogene koordinate točke A glede na projektivno
ogrodje {D,A,B,C} so [1 : 0 : 0], saj velja a = 1 · a+ 0 · b+ 0 · c. Podobno vidimo,
da so homogene koordinate točke B enake [0 : 1 : 0], točke C enake [0 : 0 : 1] in točke
D enake [1 : 1 : 1].
Sedaj se lahko lotimo definicije dvorazmerja. Naj bo množica {C,A,B} projek-
tivno ogrodje za projektivno premico p in naj bodo a ∈ A, b ∈ B in c ∈ C taki
vektorji, da velja c = a + b. Po zgoraj zapisani lemi vemo, da taki vektorji obsta-
jajo. Na premici p izberemo še četrto točko D, ki je različna od A. Za poljuben
d1 ∈ D obstajata taka α in β, da velja d1 = αa+βb. Pri tem je skalar β različen od
0, saj bi drugače veljajo d1 = αa, kar pa je v nasprotju z našo predpostavko, da je
točka D različna od A. Zato lahko zapišemo d = β−1d1 = β−1αa+ b oz. d = λa+ b,
kjer je λ = β−1α. Homogene koordinate točke D, določene s projektivnim ogrodjem
{C,A,B}, so tako [α : β] = [λ : 1]. Homogene koordinate so določene do množenja
s skalarjem natančno, zato je skalar λ natančno določen, če drugo koordinato po-
stavimo na 1. Določajo ga točka D in projektivno ogrodje premice p, to je množica
{C,A,B}.
Definicija 5.6. Zgoraj opisani skalar λ imenujemo dvorazmerje točk A,B,C in D.
Označimo ga z D(A,B,C,D) = λ.
Iz izpeljave dvorazmerja je jasno, da se skalar λ spremeni, če vrstni red točk
na premici zamenjamo. Oglejmo si, kako v praksi izračunamo dvorazmerje točk
A = [a : 1], B = [b : 1], C = [c : 1] in D = [d : 1], ki ležijo v PR2, v primeru, ko
nobena izmed teh točk ni v neskončnosti. Dvorazmerje D(A,B,C,D) torej želimo
izraziti s parametri a, b, c in d. Če sledimo izpeljavi dvorazmerja, moramo najprej
poiskati take vektorje a′ ∈ A, b′ ∈ B in c′ ∈ C, da bo veljalo c′ = a′ + b′, nato pa
še tak vektor d′ ∈ D in skalar λ, da bo veljalo d′ = λa′ + b′. Ker želimo skalar λ
izraziti s skalarji a, b, c in d, lahko zapišemo a′ = α(a, 1), b′ = β(b, 1), c′ = (c, 1) in





































V posebnem primeru, ko je ena izmed točk A,B,C in D v neskončnosti, moramo
poiskati limito zgornjega izraza. Recimo, da je v neskončnosti točka A. Dvorazmerje
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Na začetku tega poglavja smo se spoznali s preslikavami, imenovanimi projektiv-
nosti. Pokažimo, da projektivnosti ohranjajo dvorazmerje. Naj bo λ dvorazmerje
točk A,B,C in D. Torej obstajajo taki neničelni vektorji a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C
in d ∈ D, da velja c = a + b in d = λa + b. Naj bo ζM projektivnost, po-
rojena z linearno preslikavo M . Potem velja Mc = M(a + b) = Ma + Mb in
Md = M(λa+b) = λMa+Mb. Torej za vektorje Ma ∈ MA,Mb ∈ MB,Mc ∈ MC
in Md ∈ MD velja Mc = Ma + Mb in Md = λMa + Mb, kar po definiciji dvo-
razmerja pomeni, da je λ = D(MA,MB,MC,MD), to pa je enako dvorazmerju
preslikanih točk A,B,C in D.
S pomočjo dvorazmerja bomo dokazali Pascalov izrek, ki smo ga zapisali v drugem
poglavju. Uporabili bomo dvorazmerje šopa premic in dvorazmerje štirih točk, ki
ležijo na isti stožnici. Oglejmo si najprej, kako definiramo dvorazmerje šopa premic.
Naj bodo p, q, r in s različne premice v projektivni ravnini, ki se sekajo v točki X.
Vzemimo še peto premico t, ki ne gre skozi točko X. Ker smo v projektivni ravnini,
bo premica t vsako izmed premic p, q, r in s sekala natanko enkrat. Označimo ta
presečišča s točkami P,Q,R in S (glej sliko 27) in izračunajmo njihovo dvorazmerje
D(P,Q,R, S). Dobljeno dvorazmerje definiramo kot dvorazmerje šopa premic p, q, r
in s.
Slika 27. Šop premic skozi točko X in njihova presečišča s premico t.
Definicija 5.7. Naj bodo p, q, r in s projektivne premice v projektivni ravnini, ki
se sekajo v točki X. Naj bo t projektivna premica, ki ne gre skozi točko X in seka
premice p, q, r in s v točkah P = t∩p,Q = t∩ q, R = t∩ r in S = t∩ s. Dvorazmerje
šopa premic p, q, r in s definiramo kot D(p, q, r, s) = D(P,Q,R, S).
Dvorazmerje šopa premic je dobro definirano, saj je neodvisno od izbire premice
t – glej [5, str. 93].
S pomočjo dvorazmerja šopa premic definirajmo še dvorazmerje štirih točk, ki
ležijo na isti stožnici. Stožnici S z enačbo
ax2 + by2 + cz2 + 2dxy + 2exz + 2fyz = 0
31
pripada matrika ⎡⎣a d ed b f
e f c
⎤⎦ .
Stožnica je neizrojena, če ima pripadajoča matrika maksimalen rang.
Definicija 5.8. Naj bo S neizrojena stožnica in A,B,C in D različne točke na njej.
Dvorazmerje točk A,B,C in D definiramo kot
D(A,B,C,D) = D(TA, TB, TC, TD),
kjer je T poljubna točka na stožnici.
V definiciji smo zapisali, da je T poljubna točka na stožnici; to pomeni, da je lahko
enaka eni izmed točk A,B,C ali D. V primeru, ko je točka T enaka točki A, je dvo-
razmerje točk D(A,B,C,D) enako dvorazmerju šopa premic D(AA,AB,AC,AD),
kjer je AA tangenta na stožnico S v točki A. Analogen razmislek naredimo v pri-
merih, ko je T enaka točki B, C ali D. Dvorazmerje štirih točk na stožnici je dobro
definirano, saj je dvorazmerje šopa premic D(TA, TB, TC, TD) neodvisno od izbire
točke T na stožnici S – glej [5, izrek 4.77].
Napovedali smo, da bomo s pomočjo dvorazmerja dokazali Pascalov izrek. Zapiši-
mo izrek še v projektivni ravnini in se nato lotimo njegovega dokaza. V eno smer
ga bomo dokazali s pomočjo definiranega dvorazmerja šopa premic in dvorazmerja
štirih točk na stožnici, v drugo pa s protislovjem.
Izrek 5.9 (Pascalov izrek v projektivni ravnini). Naj bodo A, B, C, D, E in F
take različne točke v projektivni ravnini, da nobene tri niso kolinearne. Točke X =
AB ∩DE, Y = BC ∩ EF in Z = CD ∩ FA so kolinearne natanko tedaj, ko točke
A, B, C, D, E in F ležijo na isti stožnici.
Opazimo, da je formulacija Pascalovega izreka v projektivni ravnini enostavnejša
kot v evklidski. Vemo, da se dve premici v projektivni ravnini vedno sekata, zato ni
potrebno obravnavati posebnih primerov v zvezi s premicami, ki nimajo presečišča.
Pravzaprav lahko na vzporedne evklidske premice gledamo kot na projektivne pre-
mice, ki se sekajo v neskončnosti. Zato je dovolj, da Pascalov izrek dokažemo samo
v projektivni ravnini. Dokaz bomo povzeli po [5, dokaz izreka 4.80] in [7].
Dokaz. Predpostavimo najprej, da točke A,B,C,D,E in F ležijo na stožnici S in
dokazujemo, da so točke X = AB∩DE, Y = BC∩EF in Z = CD∩FA kolinearne.
Označimo še točki G = AB ∩ DC in H = BC ∩ AF (slika 28). Oglejmo si dvo-
razmerje točk D(A,E,C,B) na stožnici S. Zapisali smo, da je dvorazmerje štirih
točk na isti stožnici enako dvorazmerju šopa premic, ki potekajo skozi te štiri točke
in skozi poljubno skupno točko na stožnici S. Vzemimo za skupno točko najprej
točko D in nato še točko F ter izračunajmo dvorazmerji D(DA,DE,DC,DB) in
D(FA,FE, FC, FB). Zapisani dvorazmerji sta enaki, saj obe predstavljata dvoraz-
merje točk A,E,C in B na stožnici S. Dvorazmerje šopa premic DA,DE,DC in
DB je po definiciji enako dvorazmerju točk A,X,G in B na premici AB, zato lahko
zapišemo
(36) D(DA,DE,DC,DB) = D(A,X,G,B).
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Slika 28. Slika k dokazu izreka 5.9.
Podobno je dvorazmerje šopa premic FA,FE, FC in FB enako dvorazmerju točk
H, Y,C in B na premici CB:
(37) D(FA,FE, FC, FB) = D(H, Y,C,B).
Ker sta dvorazmerji D(DA,DE,DC,DB) in D(FA,FE, FC, FB) enaki, iz zvez
(36) in (37) dobimo
(38) D(A,X,G,B) = D(H,Y,C,B).
Na sliki 28 vidimo, da je dvorazmerje D(A,X,G,B) enako dvorazmerju šopa pre-
mic ZA,ZX,ZG in ZB, ki potekajo skozi točko Z, tj. D(ZA,ZX,ZG,ZB). Po-
dobno vidimo tudi, da je dvorazmerje D(H, Y,C,B) enako dvorazmerju šopa premic
ZF,ZY , ZC in ZB skozi točko Z, tj. D(ZF,ZY , ZC,ZB). Zaradi zveze (38) zato
velja
(39) D(ZA,ZX,ZG,ZB) = D(ZF,ZY , ZC,ZB).
Na sliki 28 vidimo, da premici ZA in ZF sovpadata. Prav tako sovpadata premici
ZG in ZC, zato lahko zvezo (39) prepišemo v:
D(ZF,ZX,ZC,ZB) = D(ZF,ZY , ZC,ZB).
Sledi, da tudi premici na drugem mestu v zgornji zvezi predstavljata isto premico,
to pomeni ZX = ZY . Torej so točke X, Y in Z kolinearne.
Slika 29. Slika k dokazu obrata izreka 5.9.
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Obrat izreka bomo dokazali s protislovjem. Predpostavimo, da so točke X, Y
in Z kolinearne in dokazujemo, da oglišča šestkotnika ABCDEF ležijo na stožnici
S. Predpostavimo, da to ne velja, torej le pet oglišč šestkotnika leži na stožnici
S. Naj bodo to oglišča A,B,C,D in E. Naj bo točka F ′ presečišče premice EF s
stožnico S in naj bo točka Z ′ presečišče premic AF ′ in DC (glej sliko 29). Po prvem
delu Pascalovega izreka so točke X, Y in Z ′ kolinearne, po naši predpostavki pa so
kolinearne točke X, Y in Z. To pa pomeni, da bi točke X, Y, Z in Z ′ morale ležati
na isti premici. Točki Z in Z ′ ležita na premici CD, ki bi morala v tem primeru
premico XY sekati dvakrat (v točkah Z in Z ′). A ker se dve projektivni premici
sekata v natanko eni točki, smo s tem prišli do protislovja. Torej morajo vsa oglišča
šestkotnika ABCDEF ležati na stožnici S. 
Dokazali smo Pascalov izrek, formuliran v projektivni ravnini. Razmislimo, zakaj
iz tega sledi tudi Pascalov izrek, ki smo ga zapisali v evklidski ravnini, tj. izrek 2.11.
Jasno je, da prva točka tega izreka drži. V drugi točki tega izreka smo zapisali, da
oglišča šestkotnika ABCDEF ležijo na isti stožnici natanko tedaj, ko je Pascalova
premica tega šestkotnika vzporedna nosilkama dveh vzporednih nasprotnih stranic
šestkotnika. Na nosilki vzporednih stranic šestkotnika lahko gledamo kot na pro-
jektivni premici, ki se sekata v neskončnosti. Če želimo, da tudi to presečišče (tj.
točka v neskončnosti) leži na Pascalovi premici, se morajo tudi Pascalova premica
in nosilki vzporednih stranic sekati v točki v neskončnosti. V evklidski ravnini to
pomeni, da so vzporedne. Podoben razmislek naredimo tudi za tretjo točko izreka
2.11, ki pravi, da v primeru, ko imamo v šestkotniku dva para vzporednih nasprotnih
stranic, oglišča šestkotnika ležijo na isti stožnici natanko tedaj, ko je tudi tretji par
nasprotnih stranic vzporeden. Če na vzporedne nosilke nasprotnih stranic gledamo
kot na projektivne premice, ki se sekajo v neskončnosti, morajo vsa tri presečišča
nosilk nasprotnih stranic ležati na premici v neskončnosti. V evklidski ravnini to
pomeni, da so vse nasprotne stranice šestkotnika vzporedne.
5.4. Menelajev in Carnotov izrek v projektivni ravnini. Zapisali in dokazali
bomo Menelajev in Carnotov izrek v projektivni ravnini. Pri tem bomo sledili [4].
Naj bo △ABC trikotnik in izberimo poljubno točko D, da množica {D,A,B,C}
predstavlja projektivno ogrodje za projektivno ravnino. To pomeni, da so njihove
homogene koordinate enake:
A = [1: 0 : 0], B = [0: 1 : 0], C = [0: 0 : 1] in D = [1: 1 : 1].
Izrek 5.10 (Menelajev izrek v projektivni ravnini). Naj bo podan trikotnik △ABC
in izberimo poljuben D, da množica {D,A,B,C} predstavlja projektivno ogrodje.
Naj točka A1 = [0 : 1 : α] leži na nosilki stranice BC, točka B1 = [β : 0 : 1] na nosilki
stranice CA in točka C1 = [1 : γ : 0] na nosilki stranice AB. V primeru, ko nobena
izmed točk A1, B1 in C1 ni oglišče trikotnika, so te točke kolinearne natanko tedaj,
ko velja
αβγ = −1.
Dokaz. Enačba projektivne premice, ki poteka skozi točki A1 in B1 je x + αβy −
βz = 0. Pokazati moramo, da točka C1 leži na tej premici natanko tedaj, ko velja
αβγ = −1. Točko C1 = [1: γ : 0] vstavimo v enačbo premice A1B1 in dobimo
1 + αβγ = 0, kar je ekvivalentno zvezi αβγ = −1, ki smo jo želeli pokazati. 
Izrek 5.11 (Carnotov izrek v projektivni ravnini). Naj bo podan trikotnik △ABC in
izberimo poljuben D, da množica {D,A,B,C} predstavlja projektivno ogrodje. Naj
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točki A1 = [0 : 1 : α1] in A2 = [0 : 1 : α2] ležita na nosilki stranice BC, točki B1 =
[β1 : 0 : 1] in B2 = [β2 : 0 : 1] na nosilki stranice CA ter točki C1 = [1 : γ1 : 0] in C2 =
[1 : γ2 : 0] na nosilki stranice AB. V primeru, ko nobena izmed točk A1, A2, B1, B2, C1
in C2 ni oglišče trikotnika, te točke ležijo na isti stožnici natanko tedaj, ko velja
α1α2β1β2γ1γ2 = 1.
Dokaz. Podobno kot v evklidski ravnini bomo tudi tukaj za dokaz uporabili Me-
nelajev in Pascalov izrek. S točkami A3 = A1A2 ∩ B2C1, B3 = B1B2 ∩ A1C2 in
C3 = C1C2 ∩ A2B1 označimo presečišča nosilk nasprotnih stranic v šestkotniku
A1A2B1B2C1C2. Pokazati moramo, da Carnotov pogoj α1α2β1β2γ1γ2 = 1 velja na-
tanko tedaj, ko so točke A3, B3 in C3 kolinearne. Izračunajmo homogene koordinate
teh treh točk. Točka A3 je presečišče premice A1A2, ki ji ustreza enačba x = 0 in
premice B2C1, ki ji ustreza enačba γ1x − y − β2γ1z = 0, zato so njene koordinate
enake A3 = [0: 1 : −1β2γ1 ]. Točka B3 je presečišče premice B1B2, ki ji ustreza enačba
y = 0 in premice A1C2, ki ji ustreza enačba α1γ2x− α1y + z = 0, zato so njene ko-
ordinate enake B3 = [ −1α1γ2 : 0 : 1]. Točka C3 je presečišče premice C1C2, ki ji ustreza
enačba z = 0 in premice A2B1, ki ji ustreza enačba x + β1α2y − β1z = 0, zato so
njene koordinate enake C3 = [1: −1β1α2 : 0]. Če želimo, da bodo točke A3, B3 in C3








Zgornja zveza velja natanko tedaj, ko velja α1α2β1β2γ1γ2 = 1. 
6. Druga posledica Carnotovega izreka
S pomočjo [4] bomo zapisali in dokazali še drugo posledico Carnotovega izreka. V
dokazu bomo uporabili Vietovo formulo za rešitvi kvadratne enačbe, ki pravi, da za
rešitvi x1 in x2 kvadratne enačbe ax2 + bx+ c = 0 velja x1 · x2 = ca .
Izrek 6.1. Naj bo podan trikotnik △ABC in izberimo poljubno točko D, da množica
{D,A,B,C} predstavlja projektivno ogrodje. Naj bo podana še stožnica S, ki je s
trikotnikom △ABC v taki legi, da nobena nosilka stranice trikotnika ni tangentna
na stožnico in da lahko iz vsakega oglišča trikotnika narišemo natanko dve tangenti
na stožnico. Z A1 in A2 označimo točki, v katerih tangenti na S iz oglišča A sekata
nosilko stranice BC. Analogno označimo točki B1 in B2 ter točki C1 in C2. Točke
A1, A2, B1, B2, C1 in C2 ležijo na isti stožnici (slika 30).
Dokaz. V izreku sta podana stožnica S, ki naj ima enačbo
(40) ax2 + by2 + cz2 + 2dxy + 2exz + 2fyz = 0,
in trikotnik △ABC z oglišči A = [1: 0 : 0], B = [0: 1 : 0] in C = [0: 0 : 1]. Premica
AB je določena z enačbo z = 0, premica BC z enačbo x = 0 in premica AC z
enačbo y = 0. Točke na premici AB (različne od B) so torej oblike [1 : γ : 0], točke
na premici BC (različne od C) oblike [0 : 1 : α] in točke na premici AC (različne
od A) oblike [β : 0 : 1]. Na podlagi tega lahko označimo A1 = [0: 1 : α1], A2 =
[0: 1 : α2], B1 = [β1 : 0 : 1], B2 = [β2 : 0 : 1], C1 = [1: γ1 : 0] in C2 = [1: γ2 : 0].
Oglejmo si družino premic skozi točko A. Ker smo v projektivni ravnini, kjer se
dve premici vedno sekata, bo vsaka premica, ki poteka skozi točko A, v neki točki
sekala premico BC. Točke na premici BC so oblike [0 : 1 : α], zato so premice iz
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Slika 30. Točke A1, A2, B1, B2, C1 in C2 ležijo na isti stožnici.
zgoraj omenjene družine oblike α · y − z = 0, točke na teh premicah pa so oblike
[1 : y : αy]. Izmed premic v omenjeni družini želimo najti tisti dve, ki sta na dano
stožnico tangentni, torej imata z njo natanko eno skupno točko. Poiščemo presek
stožnice, ki ji ustreza enačba (40), z zgoraj omenjeno družino premic in dobimo
y2(b+ cα2 + 2fα) + y(2d+ 2eα) + a = 0.
Želimo, da bo imela zgornja enačba eno samo rešitev, zato mora biti njena diskri-
minanta enaka 0. Veljati mora torej
4(d+ eα)2 − 4a(b+ cα2 + 2fα) = 0,
oz.
α2(e2 − ac) + α(2de− 2af) + (d2 − ab) = 0.
Rešitvi zgornje enačbe za α sta ravno α1 in α2 koordinati točk A1 in A2. Vemo, da
je produkt rešitev kvadratne enačbe enak razmerju prostega koeficienta z vodilnim,
zato lahko zapišemo:




Pokažimo, da je imenovalec zgornjega izraza različen od nič. Naj velja e2 = ac in
izračunajmo število skupnih točk premice AC in stožnice, ki ji ustreza enačba (40).
Točke na premici AC so oblike [β : 0 : 1], zato dobimo
aβ2 + c+ 2eβ = 0.
Diskriminanta zgornje enačbe je enaka 4e2−4ac in je v primeru, ko je e2 = ac enaka
0. Torej je premica AC tangentna na stožnico S. Glede na to, da smo v izreku
zapisali, da nobena nosilka stranice trikotnika △ABC ni tangentna na stožnico,
v tem primeru pridemo do protislovja. Torej velja e2 ̸= ac. Na podoben način
pokažemo tudi, da sta izraza d2 − ab in f 2 − bc različna od 0, zato lahko podobno
kot prej zapišemo še:
β1 · β2 =
f 2 − bc
d2 − ab
in γ1 · γ2 =
e2 − ac
f 2 − bc
.
Dobljene produkte α1 · α2, β1 · β2 in γ1 · γ2 pomnožimo in dobimo:








f 2 − bc
= 1.
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Po Carnotovem izreku v projektivni geometriji, ki smo ga zapisali v prejšnjem po-
glavju, to pomeni, da točke A1, A2, B1, B2, C1 in C2 ležijo na isti stožnici. 
Slovar strokovnih izrazov
Cevian Cevova daljica – daljica, ki v trikotniku povezuje oglišče in točko na na-
sprotni stranici
collinear points kolinearne točke – točke, ki ležijo na isti premici
cross-ratio dvorazmerje
isosceles triangle enakokrak trikotnik
Pascal line Pascalova premica – premica na kateri ležijo presečišča treh parov
nasprotnih stanic šestkotnika, katerega oglišča ležijo na isti stožnici
perpendicular bisector simetrala daljice – premica, ki razpolavlja daljico in jo
seka pod pravim kotom
triangle incentre središče včrtanega kroga – točka, v kateri se sekajo simetrale
notranjih kotov trikotnika
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